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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

La prueba consta de cuatro bloques con dos ocicea uno. Debes contestar
una unica opcion de cada bloque. Todas las opcimmaEian igual. Puedes usar cual-
quier tipo de calculadora.

PRIMER BLOQUE

1°-A) Encuentra el punto de la rectax+ y=4, que cumpla que la suma de los cuadra-
dos de sus coordenadas sea minima.

Los puntos de la recta r tienen una expresionrgede la formaQ(x, 4-x).
La suma de los cuadrados de sus coordenadasigsiknte:

S=x? +(4-x)° =x? +16-8x+ x? = 2x? —8x +16=2(x? — 4x +8)=S.

Para que la suma sea minima su derivada tiensejuila:
S(x)=2(2x-4)=4(x-2)=0 = x=2.

Para justificar que se trata de un minimo se recairia segunda derivada; si su
valor es positivo se trata de un minimo relativel gs negativa se trata de un maximo
relativo.

S'(x)=4>0 = Minimo, como queriamos justificar.
El punto P pedido se obtiene sustituyendo el w@dax = 2 en el punto genérico:

P(2, 2).
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1°-B) Enuncia el Teorema de Bolzano. Como aplicad® este teorema, demuestra que
las gréficas de las funcione$x)=e* y g(x)=2cos(x?) se cortan en, al menos, un punto.

El teorema de Bolzano se puede enunciar de |gesiguforma:

“Si una funcion f es continua en un intervalo ada [a, b] y en los extremos de
éste toma valores de distinto signo, entonceseeaistnenos un valaz(a, b) tal que

f(c)=0".

Los puntos de corte de dos graficas se obtienda ideialacion de sus expresio-
nes: f(x)=g(x) = e =2cos(x?) o también e - 2cos(x?)=0.

Considerando la funcioin(x)=e* —2cos(x2), continua en su dominio, que es el

conjunto de los numeros reales, por estar formaddapsuma de dos funciones conti-
nuas que tienen el dominio expresado.

A la funcién h(x) cumple los requisitos necesapasa aplicarle el Teorema de
Bolzano a cualquier intervalo cerrado considerado.

Demostrar que las funcionegx)=e* y g(x)=2cos(x?) se cortan es equivalente a

demostrar que la funcion(x)=e* —2cos(x2) se anula para, por lo menos, un valor de x,

0 sea, que cumpla en un intervalo considerado @lehea de Bolzano, cosa que acaba-
mos de comprobar.

Por ejemploh(0)=e° - 2cos0=1-2-1=-1<0 :; f/~ =e”" —2cosr=e" +2>0.
jemp ()

Segun el teorema de Bolzano, se puede afirmalaguecion h(x)=e* - 2cos(x’)
tiene al menos un punto de corte con el eje OX| emexvalo (o, \/7_7) y, COMO conse-
cuencia:

2

f(x)=e“ vy g(x):Zcos(xz) se cortan en por lo menos un puntg cgd.
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SEGUNDO BLOQUE

X+ 36
4+9x%°

2°-A) Encuentra la primitiva de la funciéiix) =

FO=[ 100 ax= 000 e[ s dxe [0 sl r 1 =R () )

4+9x? 4+9x° 4+ 9x
4+9x* =t . g
=[x = 18 dx=dt p o 1 =[2dt=— [ L=t =L (ar o)z,
4+9x2 ] t 18t 18 18
X - dx=4; - dt

1
1+t2

1

e -dt=6arctagt+C =6arc tag (%x)+C:I2
+

= 1,=9] %-dt=6j
Sustituyendo los valores obtenidos de kL en la expresion (*), queda:

F(x):1i8L(4+9x2)+ 6arc tag (2x)+C
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4 Jx
2°-B) Calcula la integral definida::j*& e ax.
1 X
{x:4_>t:2
4 Jx VGZ:t Xx=1-1t=1 2
I:j&i-dx: 1 dx :j(t+et)-2dx:
1 X ——dx=dt ;; —==2dt 1
2vx Vx
2 t2 2 92 2
=2-J'(t+et)-dt:2 —+e'| =2-||—+€’ || =+¢ :2-(2+e2———ej:
! 2 |, 2 2
=2e" -2e+3=|
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TERCER BLOQUE

3°%A) a) Sean A, B y X matrices cuadradas de tammafDespeja X de la siguiente
ecuacion:A - X - B=B>.

0 0 -1 102
b ) Calcula la matriz X sienda=/0 1 -1|y B=/0 1 3
1 -1 0 101

a)

Multiplicando la expresion dada poriAor la izquierda y B por la derecha y
teniendo en cuenta que M M |, resulta:

A" A-X-B-B*'=A".-B*.B*;; |l -X:-1=A".B*.B* = X=A".B*.B™"

b)

Vamos a calcular las matrices inversas de Ay B:

0 0 -1 0 0 1
|Al=|0 1 -1j=1=|A|;; AT=| 0 1 -1|.
1 -10 -1 -1 0
‘1 —1‘ _‘o —1‘ ‘o 1‘
-1 0 -1 0] |-1 -1 11 1 11 1
(o 0 1 0 1 0 0 4
Adj (AT)=| - - =|-11 0 = A'=[-11 0
-1 0/ |-10 ~1 -1 1] 5 o 100
0 1| |0 1 00
1 -1 0 -1 01
10 101
|B|=|0 1 3|=1-2=-1=|B|;; B"=|0 1 0.
101 2 31
‘10‘ _‘o o‘ ‘o 1‘
3011 202 30 1 0 -2 10 2
Adj (B7)=| - - =3 -1 -3 = B'=[-31 3
31 |21 23/ 1., o 1 L o0 -1
01 1 1] |10
10 0 0 |01

Ahora obtenemos B



-2-3+5 0+1+0 4+3-5 0 1 2
-0-3+2 0+1+0 0+3-2 |=|-1 1 1 |=X
3-0-4 -0+0-0 -6+0+4 -1 0 -2
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1 0 2) (1 0 2) (1+0+2 0+0+0 2+0+2) (3 0 4
=B-B=|0 1 3|-|0 1 3|=|0+0+3 0+1+0 0+3+3|=/3 1 6|=B°?
10 1)1 0 1) (1+0+1 0+0+0 2+0+1) (2 0 3
Sustituyendo los valores obtenidos en la expregiéra™ - B> - B:
-11 1) (3 0 4 (-10 2
=|-11 0[-/3 1 6/|-]-3 1 3|=
-1 00/ (203 (1 0 -1
-3+43+2 -0+1+0 -4+6+3) (-1 0 2 2 1 5 -1 0 2
-3+3+0 -0+1+0 -4+6+0|-|-3 1 3|=/{0 1 2 -3 1 3
-3+0+0 -0+0+0 -4+0-0 1 0 -1 -3 0 -4 1 0 -1



3°-B) a ) Calcula, en funciéon del parame#oOR, las soluciones de la siguiente ecua-

1 -1 x 1
X x-1 1
., -1 -1 0 O
cion:| O 1 2| - =0.
0 x 1
-1 2 0
X 0 a X

b ) ¢Para qué valor de a la ecuacion anterior tieaainica solucién?

a)
Restando a la primera fila la segunda del detemmén4 x 4 y después desarro-
llando éste determinante por los menores adjurdda segunda columna resulta:

2 0 x 1

X x-11 Xx x-11 2 x 1
-1 -1 0 O

0 1 2| — =0:;10 1 2/+|1 x 1|=0 ;;
1 0 x 1

-1 2 0 -1 2 0 |[x a X
Xx 0 a x

[—2(x—1)+1—4x]+(2x2+a+x2—x2—2a—x2)=0 ; —2x+2+1-4x+x*-a=0 ;;

6+,36-43-a) 6++36-12+4a _6++24+4a _

2 2 2

x? -6x+(3-a)=0 = x=

X, =3++a+6

6+ ./4(a+6) N
= 5 :6122a+6:3i\/a+6 =
X, =3-+Ja+6

b)
La solucién es Unica cuando se cumplaqae6=0 = a=-6
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CUARTO BLOQUE

4°-A) a ) Estudia, en funcion del parAmekaR, la posicidon relativa de los planos:
TEX+y-z=1vy m=x+y-k’z=k.

b ) ¢ Existe algun valor de k para el que los planog 7, sean perpendiculares?

a)
El estudio puede hacerse por vectores normales orpsistema de ecuaciones.

Por vectores normales: Los vectores normalesrsor(1, 1, 1)y n, :(l 1 - kz).

Parak® =1 los vectores normales son linealmente dependi€igesles), por lo
tanto los planos son paralelos o coincidentes, rabpedo del término independiente,
gue sea distinto o igual, respectivamente. Parkyaiea valor real de k tal que® #1,
los planos son secantes.

Como las soluciones de la ecuacikh=1 tiene las solucioneg, =1 y k, =-1,
tenemos las siguientes situaciones:

k%1
Para {k# 1} los planos 77, =x+y-z=1 y 7, =x+y-k’z=k son secantes

Para k=1 los planos 77, =x+y-z=1 y m, =x+y—-k’z=Kk son coincidenes

Para k=-1 los planos 77, =x+y-z=1 y 7m,=x+y—-k’z=k son paralelos

Por sistema de ecuaciones. Los planpsx+y-z=1 y m, =x+y-k’z=k determi-

mEX+y-z=1

nan el sistema{ cuyas matrices de coeficientes y ampliada son la

m,=x+y-k’z=k
siguientesm =[* * Tty wm=[tt 7L
g i1 -k T -k k)
Segun los rangos de M y M’ pueden presentarssigosentes casos:
Rango M =RangoM'=2— S.C.l. —» Los planos se cortan en una recta.
RangoM=1; RangoM' =2— S.l. —» Los planos son paralelos.

Rango M =Rango M'=1— S.C.|l. —» Los planos son coincidentes.

Para k=1 = RangoM =RangoM'=1 = (SC.l.) = Los planos son coincidenes




Para k=-1 = RangoM =1 ;; RangoM'=2 = (S..) = Los planos son paralelos

k#1
Para {k# 1} = RangoM =RangoM'=2 = (SC.I ) = Los planos son secantes

b)
Para que los planog =x+y-z=1 y m, =x+y-k’z=k sean perpendiculares es
necesario que sus vectores normales lo sean, iesgiersu producto escalar sea cero.

noon,=0= (11 -3(11-k?)=1+1+k>=2+k*=0 = KOR

No existe ningun valor real de k para que los pesean perpendiculares.
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. s Xx+z=1
4°-B) a ) Halla la ecuacion general de un plamue contenta a la rectez{ 4720
y+z=

pase por el origen de coordenadas.

b ) Halla las ecuaciones paramétricas de una rectantenida en dicho plano, que sea
perpendicular a r y que pase por el punto P(1).0, 0

a)
La expresion de r por unas ecuaciones paraméaghkssiguiente:

R x=1-A

X+z=

r= = 2= = x=1-A;;, y=-4 = r=qy=-4
y+z=0 - z=A

Un vector director deres =(-1, -1, 1).
Un punto de r es P(1, 0, 0).
El vector u =(-1, -1 1) es director del plano por contener a r.

El planon, por contener a los puntos O y P tiene como vetbtector al que de-
terminan estos puntos; =OP=(1, 0, 0).

Considerando el punto O y los vectores:(-1, -1, 1) y v =(1, 0, 0) podemos
obtener la ecuacion generalde

X Yy z

Ab;u,v)z—l -1 1=O;;‘1 1=O y+z=0
1 0 O
m=y+z=0

b)
En primer lugar es importante observar que laarecbntiene al punto P(1, 0, 0).

Los puntos del planm tienen por expresion gene@(o, y, -y).

Un vector director de r’ es cualquiera que seaalimente dependiente del vector
W =GP=P-G=(1 -y, y), con tal de ser perpendicular al vector directer rd

—_—

u=(-1 -1 12).

_— —

Uu-w=0= (-1-29-@1 -y, y)=-1+y+y=0;; 2y=1;; y=

N
=3
1
=
|
N[~
N[
~—



Un vector director de r’ esv =(2, -1, 1) y la recta r’ dada por unas ecuaciones
paramétricas es la siguiente:

x=1+2u
r's y=—u
zZ=u
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